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Blatt 29 – Entscheidbarkeit

Grenzen der Berechenbarkeit

Computer waren schon immer imposante Gebilde. Babbages Analytical Engine mit ihrer Präzisionsmechanik und den Ausmaßen einer Lokomotive wäre eine Art Weltwunder gewesen. (Sie wurde nie gebaut.) Eniac, der erste elektronische Koloß von 1946, besaß eine dreißig Meter lange Vorderfront, enthielt 18000 Elektronenröhren und wog vierzig Tonnen; bei seinem Anblick hätte Babbage Freudentränen vergossen. Eniac war nicht nur enorm groß, sondern auch superschnell, denn er schaffte pro Sekunde 38 neunstellige Divisionen und löste damit in nur zwei Stunden ein Problem, für das ein geübter menschlicher Rechner hundert Jahre benötigt hätte. Kein Wunder, dass sich die Journalisten vor Begeisterung überschlugen und sich zu Bezeichnungen wie "Superhirn", "maßgeschneidertes Genie" oder "Einsteinroboter" verstiegen.

Heute kann man die Leistung eines Eniac für wenige Stundenlöhne kaufen und in einer Plastiktüte nach Hause tragen. Die Computer der frühen neunziger Jahre sind ungefähr dreißigtausendmal so schnell wie die der späten Fünfziger. Ein bekannter Werbespruch der Computerindustrie lautet: "Wenn sich die Automobiltechnik so schnell entwickelt hätte wie die Computertechnik, führe ein Rolls Royce heute mit Überschallgeschwindigkeit und kostete weniger als einen Dollar". In den Anfangsjahren der Computertechnik waren die Menschen von der Vorstellung fasziniert, Computer verfügten über unbegrenzte Fähigkeiten. Es schien, als stünde die Entwicklung von Maschinen, die all das können, was ein Mensch kann (und noch mehr), unmittelbar bevor. Auch wenn dieser naive Glaube heute vielleicht nicht mehr weit verbreitet ist, könnte man angesichts der Allgegenwart von Computern in Wissenschaft, Wirtschaft und Gesellschaft doch versucht sein zu glauben, als seien deren Möglichkeiten unbegrenzt. Oder sind dem Computer doch Grenzen gesetzt?

Unter Grenzen wollen wir jetzt nicht bewusste Beschränkungen des Computereinsatzes aus moralisch-politischen Gründen verstehen; auch nicht die Tatsache, dass die meisten Probleme des Alltagslebens schon deshalb mit Computern nicht lösbar sind, weil sie sich nicht formal spezifizieren lassen. Mit Grenzen sind vielmehr die gleichsam naturgegebenen Grenzen der Idee Computer gemeint: Es geht zum einen um die Frage, was Computer prinzipiell nicht können, und zum anderen um praktische Grenzen der Berechenbarkeit, die auf der Beschränktheit unserer Ressourcen an Zeit und Speicherplatz, also letztlich auf der Endlichkeit der Welt, beruhen.
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Wir werden Probleme kennen lernen, die sich zwar computergerecht spezifizieren lassen, aber dennoch mit Computern nicht lösbar sind. Und zwar ist ihre Lösung aus prinzipiellen Gründen unmöglich, das heißt, dass sich diese Unmöglichkeit durch menschliche Erfindungskraft, wissenschaftlichen oder technischen Fortschritt (also z. B. durch Steigerung der Verarbeitungsgeschwindigkeit, Erhöhung der Speicherkapazität, Verbesserung der Entwurfstechnik, Entwicklung neuer Algorithmen) niemals wird aufheben lassen. Es handelt sich damit um Grenzen nicht so sehr eines Geräts (des Computers) als des menschlichen Denkens und Tuns selbst. Bemerkenswert daran ist, dass Mathematik, Natur- und Technikwissenschaft, die in den dreitausend Jahren ihres Bestehens von einem grenzenlosen Fortschrittsglauben erfüllt waren, erst im letzten Jahrhundert ihre eigenen Grenzen erkannt haben.

Im Laufe unserer Programmierpraxis gerieten wir nicht selten in die unerfreuliche Lage, dass ein Programm in einer Endlosschleife gefangen war (im Programmiererjargon: der Rechner hatte "sich aufgehängt" oder war "abgesoffen"). Noch schlimmer war es, wenn wir während des Programmlaufs gar nicht wussten, ob der Computer in einer Endlosschleife hing, oder ob sich weiteres Warten lohnte.

Hermann schreibt nebenstehendes Programm in Java, bringt es zum Laufen und wundert sich. "Schreibfehler in der Abbruchbedingung", meint Mitschülerin Ina. "Das wäre nicht passiert, wenn du statt nichts sagender Buchstaben (wie i, j und k) bessere Bezeichner gewählt hättest". Vera schaltet sich ein: "Kann man nicht bereits vorher erkennen, ob das Programm eventuell in eine Endlosschleife gerät?" – "Du meinst", präzisiert Ina, "ob es vielleicht eine Art Hilfsprogramm gibt, welches in einem beliebigen Programm eventuell vorhandene Endlosschleifen entdeckt?" - "So etwas wie einen »Endlosschleifen-Detektor« könnte ich gut gebrauchen", fällt Friedrich ein. – Ina: "Ich dachte, du entwirfst deine Programme so, dass sie regulär anhalten?" – "Kann man denn das überhaupt im voraus erkennen?" will Mario wissen. – Ina: "Nein, kann man nicht. Jedenfalls nicht immer. Denke an die Collatzfolge". – Mario: "Collatzfolge?" – Vera unterbricht: "Darf ich euch einen Vorschlag machen? Neulich habe ich in Hofstadters Buch „Gödel, Escher, Bach“ den Dialog Aria mit verschiedenen Veränderungen gelesen; ich glaube, der hat mit eurem Problem zu tun". – Ina: "Steht da vielleicht ein passendes Beispiel drin?" – Vera: "Mehrere sogar." – Ina: "Lass hören!"

Beispiel 1: Das Goldbach-Problem

Im Jahr 1742 teilte Christian Goldbach, Sekretär an der Petersburger Akademie der Wissenschaften und Liebhaber der Mathematik, dem berühmten Leonhard Euler, der damals am Hofe Friedrichs des Großen in Potsdam weilte, folgende Vermutung mit: "Jede gerade Zahl 
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 4 lässt sich als Summe zweier Primzahlen darstellen". Kurioserweise interessierte sich Euler für das Problem nicht; diese Geringschätzung teilten aber nicht alle Mathematiker. Die Goldbach-Vermutung wurde zu einem der bekanntesten – bis heute ungelösten – mathematischen Problem. Wir sagen, eine gerade Zahl n
[image: image2.wmf]³

4 habe die Goldbach-Eigenschaft, wenn es zwei Primzahlen p und q mit p + q = n gibt. Beispielsweise haben 4, 6, 8, 10 die Goldbach-Eigenschaft, denn 4=2+2, 6=3+3, 8=3+5, 10=3+7=5+5.

Aufgabe 1: Entwickle einen Methode „Goldbach“, die von einer gegebenen geraden Zahl 
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 4 feststellt, ob sie die Goldbach-Eigenschaft hat.

Definition:
Eine Menge M natürlicher Zahlen heißt entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der für jede natürliche Zahl feststellt, ob sie Element von M ist oder nicht Wir nennen diesen Algorithmus ein zweiseitiges Entscheidungsverfahren. weil er — nach endlich vielen Schritten — entweder die Antwort ja oder nein liefert. Ist die Menge M durch eine Eigenschaft gegeben, nennen wir diese Eigenschaft entscheidbar.
Beim Test auf Goldbach-Eigenschaft wird von der Eigenschaft, Primzahl zu sein, Gebrauch gemacht. Um zu beweisen, dass die Goldbach-Eigenschaft entscheidbar ist, müssen wir diesen Nachweis zunächst für die Primzahleigenschaft führen.

Aufgabe 2: Beweise, dass die Eigenschaft, Primzahl zu sein, entscheidbar ist (gib einen Algorithmus an).

Unser Ergebnis: Die Goldbach-Eigenschaft ist entscheidbar. Damit ist das Goldbach-Problem: "Gibt es einen Algorithmus, der bezüglich einer beliebigen natürlichen Zahl entscheidet, ob sie die Goldbach-Eigenschaft besitzt?" für den Informatiker gelöst. Der Mathematiker ist damit allerdings nicht zufrieden: er hätte gerne gewusst, wie das Resultat des Entscheidungsverfahrens aussieht, d. h. ob es Zahlen gibt, welche die Goldbach-Eigenschaft nicht haben. — Das nächste Beispiel lässt auch die Informatiker unbefriedigt.

Beispiel 2: Wundersame Zahlen (das 3n+1 — Problem) [Collatzfolge]

Beginnen wir mit einer beliebigen natürlichen Zahl. Wenn sie ungerade ist, verdreifachen wir sie und addieren 1, andernfalls halbieren wir sie. Dann wiederholen wir die Prozedur. Formal kann man dies schreiben als:
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Die Zahl heißt wundersam, wenn sie auf diese Weise schließlich zu 1 wird, andernfalls unwundersam. 

· Eingabe n = 23: 23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1 

· Eingabe n = 49: 49, 148, 74, 37, 112, 56, 28, 14, 7, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1 

· Eingabe n = 75: 75, 226, 113, 340, 170, 85, 256, 128, 64, 32, 16, 8, 4, 2, 1 

· Für n = 15: 15, 46, 23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1 
In Hofstadters o. a. Dialog ist Achilles überrascht, als er sich nach dreizehn Schritten bei 16 befindet, nur um eins über dem Anfangswert. "In einem gewissen Sinne war ich fast zum Ausgangspunkt zurückgekehrt — aber in einem anderen Sinne war ich weit von ihm entfernt. Ich fand es auch recht seltsam, dass ich bis zu 160 hinauf musste, um die Frage zu beantworten. Warum wohl?" Die Schildkröte meint: "Es gibt einen unendlichen »Himmel«, in den man hinaufschweben kann, und es ist schwierig, im voraus zu wissen, wie hoch man in den Himmel schweben wird. Es ist sogar leicht vorstellbar, dass Sie immer weiter in den Himmel schweben und nie zurückkehren."

Aufgabe 3: Man schreibe ein Programm, das zu jeder natürlichen Zahl n 
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 2 das Tripel (n, a(n), max(n)) druckt, wobei a(n) die Anzahl der Folgenglieder und max(n) das maximale Folgenglied (der 3n+1 - Folge, Collatzfolge) ist. 

Die Frage, welche natürlichen Zahlen wundersam sind, ist wegen der Art und Weise, wie die Zahlen oszillieren, bald anwachsen, bald schrumpfen, wundersam tückisch (meint Achilles). Das Muster sollte regelmäßig sein, aber – oberflächlich betrachtet – ist es chaotisch. Daher lässt sich leicht einsehen, dass bis heute niemand ein Entscheidungsverfahren für die Eigenschaft der Wundersamkeit gefunden hat. 

Definition:

Eine Menge M natürlicher Zahlen heißt partiell entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der für jede natürliche Zahl feststellt, ob sie Element von M ist. Wir nennen diesen Algorithmus ein einseitiges Entscheidungsverfahren, weil er – nach endlich vielen Schritten – die Antwort ja liefert, wenn die gegebene Zahl Element von M ist. Ist M durch eine Eigenschaft gegeben, nennen wir diese Eigenschaft partiell entscheidbar. 

Bemerkung:

Ein einseitiges Entscheidungsverfahren gibt also keine Antwort auf die Frage, ob die zu prüfende Zahl nicht in M liegt, denn in diesem Fall kommt das Verfahren eventuell zu keinem Ende.
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Aufgabe 4: Beweise, dass die Menge der wundersamen Zahlen partiell entscheidbar ist.

Wenn wir allerdings eine unwundersame Zahl eingeben, kommt das Verfahren zu keinem Ende und damit auch zu keiner Entscheidung. (Bis heute hat freilich noch niemand eine unwundersame Zahl gefunden.) Das 3n+1– Problem: "Gibt es ein Entscheidungsverfahren für die Eigenschaft, wundersam zu sein?" bleibt damit ungelöst – was aber nicht heißen soll, dass nicht doch noch ein Entscheidungsverfahren gefunden wird. 

Bemerkung:

Klar ist: Jede entscheidbare Eigenschaft ist auch partiell entscheidbar. Umgekehrt kann man zeigen, dass es Eigenschaften gibt, die zwar partiell entscheidbar, aber nicht entscheidbar sind!
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int i, j, k;


System.in.readln(i); 


j = 0;


Do {


    i := i DIV 2 ;


    k := i + 1;


    j := j + 1;


} While (k = i)


System.out.println(j);
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